Universidad de Granada

Departamento de Analisis Matematico

Problemas de Calculo
Ejercicios de sucesiones y
series de funciones

Javier Pérez

Directorio

= Tabla de Contenidos
= |nicio del documento

Copyright(© 2001-200Zjperez@ugr.es
Actualizado el 17 de abril de 2002

\ersion Abril, 2002


mailto:fjperez@ugr.es

Tabla de Contenidos

1. Sucesionesy series de funciones. Convergencia puntual y uniforme
1.1. Sucesionesdefunciones. . . . . . . . . . e

1.2. Series de funciones. Convergencia puntual y unifarme . . . . . . . . .. ... ... ... ..

Soluciones a los Ejercicios



Sucesiones de funciones 3

1. Sucesionesy series de funciones. Convergencia puntual y uniforme
1.1. Sucesiones de funciones

En estos ejercicios estudiamos los conceptos de convergencia puntual y uniforme. Como sabes,
el campo de convergencia puntud# una sucesion de funciongk,} que suponemos definidas

en un intervald, es el conjuntdC = {xel : {fn(X)} es convergeniey, supuesto qu€ # 3, la

funcién limite puntuatle { f,} es la funcionf : C — R dada por f (x) = lim{ f,(x)} para todo

xeC. Se dice también que la sucesipfy} converge puntualmenenC.

Dado un intervald C C, seaP, = sup{| fn(X) — f(x)| : x€J}. Entonces, sim{Bn} = 0, se dice
que{ f,} converge uniformemente en J

En la préactica, el estudio de la convergencia puntual se reduce a calcular erl]ﬂ_mlﬁta (%)}, lo

gue suele ser muy sencillo. Mientras que para estudiar la convergencia uniforme en un intervalo
J, lo que se hace es calcular, con las técnicas usuales de derivacmaxieto absolutae

| fn(X) — f(X)| enJ. La presencia del valor absoluto éfa(x) — f(x)| es incomoda para derivar

por lo que conviene quitarlo, lo que casi siempre puede hacerse. Supongamosnguxared
absolutode |fn(x) — f(x)| enJ se alcanza en un puntge J. Entonce, = | fn(cn) — f(cn)| y

{fn} converge uniformemente &rsi, y solo si, Im{f,} = 0.

Ejercicio 1. Estudiar la convergencia uniforme B3 y en intervalos del tipda, +o[, (@ > 0),
de la sucesién de funcionés,} definidas para todee Ry por f,(x) = n?xe™"*,

Ejercicio 2. Estudiar la convergencia uniforme en intervalos de la fdOye y [a, +], (a> 0),
de la sucesion de funcioné$,} definidas por

2n x2
fnlX) = T n2xa

para todoxe R

Ejercicio 3. Estudiar la convergencia uniforme #n1], de la sucesion de funcioné$,} defi-
nidas para€]0, 1] por fa(x) = x"log(1/x), y fn(0) = 0.
Ejercicio 4. Dadoa € R, seaf,: [0,1] — R la sucesion de funciones dada por

fa(X) = n%(1—x3)"

¢ Para qué valores @ehay convergencia uniforme €,1]? ¢ Para qué valores dehay con-
vergencia uniforme efp, 1], donde O< p < 1?

En los ejercicios anteriores hemos podido calculan&imo absolutae | f,(x) — f(x)| en el
intervalo donde estudiamos la convergencia uniforme (observa que las sucesiones estudiadas
son de funciones positivas que convergen puntualmente a la funcion cero).

Dpto. Analisis Matematico Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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No siempre vamos a ser tan afortunados. Puede ocurrir que la derivada sea complicada y no
podamos calcular de forma explicita sus ceros o que sea dificil estudiar la convergencia de la
sucesion de los valores maximos de las funcidrigs) — f ().

Cuando esto ocurra no hay que olvidar que para estudiar la convergencia uniforme en un inter-
valo J lo que interesa es saber si la sucesion

Bn = max{|fn(X) — f(x)| : xeJ}

converge 0 no converge a cero. Para athoes imprescindible calcular el valor exactale 3.
Las siguientes dos estrategias son de gran utilidad.

e Si podemos probar una desigualdad del tipo
max{|fn(X) — f(x)| : xeJ} < ap
donde im{a,} = 0 entonces es claro que tambiém{B,} = 0.

e Si encontramos puntog € J tales que la sucesitfifn(xn) — f(Xn) } Nno converja a cero, en-
tonces, como evidentemerfig > | fn(Xn) — f(Xn)|, Se sigue que tampod@,} converge a cero.

Ten en cuenta que con frecuencia la funcién limite puntual es la funcién cero lo que facilita las
acotaciones.

Ejercicio 5. Para cadacN seaf,: [0,11/2] — R la funcién dada por
fn(X) = n(cosx)"senx

Estudiar la convergencia puntual de la sucesion de funcipfigsy la convergencia uniforme
en los intervalo$0,a] y [a,11/2] donde O< a < 11/2.

Ejercicio 6. Para cadac N seaf,:]0,{— R la funcion dada por
serf(nx)
fn(x) = ————
() = e
Estudiar la convergencia puntual de la sucesion de funcidfigsasi como la convergencia
uniforme en intervalos del tip®,a], [a, T y [a,b] donde O< a< b < TL

Ejercicio 7. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesién de funcidppgon-
de fo: R — R esta definida poffn(x) = v/ 1+ x21,

Ejercicio 8. Estudiar la convergencia uniforme en intervalos de la foymee, —a|, [—a,a] y
[a,+oo[, (@ > 0), de la sucesion de funcioné$,} definidas porf,(x) = nser(x/n) para todo
XeR.

Ejercicio 9. Estudiar la convergencia uniforme B3, de la sucesion de funcioné$,} defini-

das para todac R por
n+ X
fr(X) =
n(X) arctg<1+nx)

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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1.2. Series de funciones. Convergencia puntual y uniforme

Recuerda que, dada una sucesion de funcidrigs podemos formar otrgF,}, cuyos tér-
minos se obtienen sumandonsecutivamentls de{ f,}. Es decir,F; = f1, o = f1 + fp,
n

F3 = f1+ fo+ f3, en generak, = z fx. La sucesionF,} asi definida se llamserie de tér-

mino general §y la representaremos por el simboE fn. Los conceptos de convergencia
n>1
puntual y uniforme para sucesiones de funciones se aplican igual para series. Asi el campo de

convergencia puntual de la serE fn cuyas funcioned,, suponemos definidas en un inter-
n>1
valo |, es el conjuntcC = {xe1l : z fn(x) es convergenie La Unica novedad es que ahora
n>1
también podemos consideraroalmpo de convergencia absoluta la serie, que es el conjunto

A= {xel: z |fa(x)| es convergente El siguiente resultado es el mas util para estudiar la
n>1
convergencia uniforme y absoluta de una serie.

Criterio de Weierstrass.Seaz fn una serie de funciones,un conjunto ynpeN tales que para
n>1
todoxe Ay para todm > ng se verifica queéf,(X)| < an, donde la seriez Op €s convergente.
n>1

Entoncesz fn converge uniformemente y absolutamentéen
n>1

Ejercicio 10. Para cadac N sea
X

) = BT )
Probar que la serig f,

a) Converge puntualmente &y, sia> 0, y la convergencia es uniforme en semirrectas cerradas
gue no contienen al cero.

b) Converge uniformemente éky, sia> 1/2.

Ejercicio 11. Para cadan € N sea fy: [0,1] — R la funcién dada porf,(x) = x"(logx)?, y
fn(0) = 0. Estudiese si la serig f, converge uniformemente ¢, 1] y deduzcase que

f (Iogx x(logx) | _22 3
0

Ejercicio 12. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la serie de funciprigsionde,
fn: R — R es lafuncién dada por

X
f —~—~  n=012...
n(x) = 1+n2x?
SeaF (x Z)fn ), la funcién suma de la serie. CalculalnIF( X) Yy Iing)F(x).
X<0 x>0

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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Sugerencia. Para> 0 se tiene que

1 1 .
———dt < fr(X) = ———dt K ——dt
J 1+12x2 K J 1+ k2x2 k_jl 1+1t2x2

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1.

fn(0) = 0, y Six > 0, liMy_e fn(X) = Xxlimh_N?(e7X)" = 0 (porque es una sucesién de la
forman‘A™ donde 0< A < 1). Por tanto, la funcién limite puntal(x) = rl]’lrr;{fn(x)} =0 para
todoxeR}.

Estudiemos si hay convergencia uniformeRen Observa qué,(x) > 0, por lo que

[ fn() = F()| = fn(x)
Como f/(x) = ne""X(1—nx), se deduce qué&’/(x) > 0 para 0< x < 1/n, y f/(x) < 0 para
x> 1/n. Luegofy(X) < fn(1/n) para todox > 0. Deducimos que

fn(1/n) = max{ fo(x) : xe R}

y como fy(1/n) = n/e, sucesion que, evidentemente, no converge a 0, concluimos que no hay
convergencia uniforme eR.

Estudiemos si hay convergencia uniforme en un intervalo de la f@amac[, cona > 0. Por lo
antes visto, sabemos que la funcires decreciente en el intervgliy n, +o[. Sean, un nime-

ro natural tal quq}—o < a. Entonces, para todo> n,, tenemos quéa, +o[C [1/n,+oo[, por lo
que, nax{ fn(x) : xe[a,+o[} = fn(a). Como im{ fy(a)} = 0, concluimos que hay convergencia
uniforme en[a, +oo|.

La sucesiorf,(x) = n?x e "

Como informacion adicional, comprueba que

1
j fo(x)dx=1—(1+n)e™"
0

y, por tanto
1 1 1
1= lim j fa()dx 7 [ lim fa(x)dx= f f(x)dx=0
0 0 0

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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Ejercicio 2.

_n2y4
Es evidente qugldgo{ fa(X)} = 0. Como f/(x) = 4nxm, tenemos qué;(1/,/n) =0,
fa(x) > 0 para O< x < 1/y/ny fi(x) < 0 parax > 1/,/n. Deducimos que la funciof, es
estrictamente creciente éby1/,/n] y estrictamente decreciente fn//n, -+, por lo quefy,

A + —
alcanza un méximo valor e/ en el puntox, = 1//n.

1t
0.8
0.6
0. 4}
0.2
0.5 1 1.5 2
2nx2

Dado un nimera > 0 seang tal quexp, < a. Para todm > ng tenemos que, < a, y por tanto
max{f,(x):0<x<a}l = fa(xn) =1, max{f(x):x>a}=f(a)

Como im{f,(a)} = 0 se sigue qué¢ f,} converge uniformemente da,+o| pero, evidente-
mente, no converge uniformemente|[éra.
<

Ejercicio 3.
Es evidente qUﬁirh{fn(x)} = 0. Comof,(x) = —(nlogx+ 1)x"~! tenemos qud,,(x) = O si,

y s6lo si, logc = —1/n, es decirx = e 1/". Ademasf/(x) > 0 para O< x < e /"y f/(x) < 0
para e/" < x < 1. Deducimos que la funciof, es estrictamente creciente }éhe*l/“] y
estrictamente decreciente @1%/" 1], por lo quef, alcanza un maximo valor €0,1] en el
punto x, = e~1/". Por tanto

max{ fn(x) - x€l0, 1]} = fa(e VM) = =
y, deducimos que la sucesidfi,} converge uniformemente €, 1 <

Ejercicio 4.

Observa quén(0) = fn(1) =0y, si0< x < 1, la sucesiofn®(1—x?)"} es de la formgn®A"}
con O< A < 1 por lo quenlrgo{fn(x)} = 0. Por tanto, en el interval®, 1] la sucesion f}
converge puntualmente a cero.

Tenemos que
f/(x) =n%(1—x®)"1(1— (14 2n)x®)

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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Pongamosx, = . Entoncesf, (x,) =0, f/(x) > 0 para 0< x < X, y f1(x) < 0 para

1
v1+2n

Xn < X < 1. Deducimos que la funci6fy es estrictamente creciente gnx,| y estrictamente
decreciente efx,, 1], por lo quef, alcanza un maximo valor €8, 1] en el puntox.

02 \ 0.2 /
/) \ \
0.1 \ 0.1} \
\ \
\ \
~ > ~ \
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
La sucesion f,} paraa = 1/4 La sucesior f,} paraa = 1/2
Como

n® 1 \"
fixp) = —1-——
(%) \/1+2n( 1+2n>
se deduce quéarh{fn(xn)} = 0 si, y solo si,a < 1/2. Pot tanto, la sucesioff,} converge
uniformemente efD, 1] si, y solo si,a < 1/2.

Dado 0< p < 1, seang tal quexy, < p. Para todon > ng tenemos que, < p y por tanto
max{ fn(x) : p < x < 1} = fr(p) — O por lo que{ f,} converge uniformemente dp, 1] para
todoa eR. <

Ejercicio 5. Es claro quefy(0) = fn(11/2) = 0 y para 0< x < 11/2 la sucesion{n(cosx)"}
es de la forma{nA\"} con 0< A < 1 por lo quenirgo{fn(x)} = 0. Por tanto, en el intervalo
[0,11/2] la sucesion| f,} converge puntualmente a cero. Observa tambiénfge > 0 para
todoxe [0, 11/2].
Intentemos calcular el maximo absoluto f4éx) en [0, 11/2]. Tenemos que

f/(x) = n(cosx)""1(cos’(x) — nserf(x))
Seax,€]0, 1/2] tal que cod(xn) — nserf(x,) = 0. Comof, es positiva y se anula en los extremos
del intervalo, es evidente qug alcanza su mayor valor €0, 11/2] en el puntax,. Observa que
Xn = y/arctgl/n) — 0.
Tenemos que

fn(Xn) = N(cosxn))" serxn)

Estudiar la convergencia de esta sucesion no es del todo inmediato. Porigéxaps- ynz,
dondey, = nser(x,), z, = (cogxy))". Entonces

Yn = anse)r((xn) = v/ny/narctg1/n) se)r((nxn)

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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ser(Xn)
X

n
asintéticamente equivalente &, esto esy, ~ /n).

y como — 1 ynarctgl/n) — 1, se sigue qug, — +o (de hecho, se tiene qug es
Por otra parte, tenemos que

log(zn) = nlog(cosxy) ~ N(COYXn) — 1) ~ n%xﬁ = %narctg(l/n) — %

Por tantaz, — e /2. Deducimos asi qué(Xn) = Ynzn — .

Dado un nimero & a < 11/2, seang tal quexy, < a. Para todm > ng tenemos que, < a. Por
tanto, para toda > ng es

max{ fn(X) :0<x< a} = fa(xn) max{fh(x):a<x<1W/2} = fh(a)

Como{ fn(Xn)} no converge a 0 se sigue g{i& } no converge uniformemente @ al. Como
{fn(a)} — O se sigue quéf,} converge uniformemente éa, 11/2]

La sucesionfy(x) = n(cosx)"serx
Hagamos este mismo ejercicio sin calcular el valor maximd,gdacotando de forma conve-
niente.

Lo primero que nos damos cuenta es de que es muy facil probar que hay convergencia uniforme
enfa,1t/2], pues como la funcion coseno es decrecient®ar/2] y serx < 1, se tiene que

0 < fr(X) = n(cosx)"serx < n(cosa)"

para todo x [a, T1/2]. Puesto que la sucesi¢n(cosa)"} — 0 (es de la formaA" con 0< A < 1)
concluimos que hay convergencia uniforme&m/2].

La situacion es distinta en el intervdd a]. Podemos sospechar que no hay convergencia uni-
forme en dicho intervalo. Para ello, tomemgs= 1/n. Tenemos que

fn(1/n) = nser{1/n)(cog1/n))"
y como{nser(1/n)} — 1y

lim{(cog1/n))"} = exp(lim{n(cog1/n)—1)}) = exp(0) =1

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada



Soluciones de los ejercicios 11

obtenemos quéfs(1/n)} — 1. Como, para toda > 1/a se verifica que & 1/n < a, resulta
que

max{f,(x) : 0< x< a} > fn(1/n)
y concluimos que no hay convergencia uniforméea]. |

Ejercicio 6. Evidentementéiin{ f,(x) } = 0. Observa también qug(x) > 0 para todx€|0, 1.
Para estudiar la convergencia uniforme en un intervalo de la f@@mahtomemosx, = 1/n.
Como )

serf(1

deducimos que no hay convergencia uniforméCea.

Analogamente, como

fo(TT—1/n) — % — serf(1)

deducimos que no hay convergencia uniformegeer.
Finalmente, sea & a < b < 1. Como sex > 0 para todx e [a,b] y por el teorema de Weiers-

trass sabemos que tiene que haber un pxy¥da, b] tal que sem, < serx para todax e [a, b],

deducimos que
_serf(nx) .1

< —
e = nsen(xo)
y por tanto
1
ax{fn(X) : @< X< b} <
max{f,(x) :a<x< b} nserx)

Ya que, evidentementl,/nser(X,) } — 0, concluimos que hay convergencia uniformeaeh).

N

0.5 1.5 2 2.5 3

L serf(nx
La sucesionfp(x) = ﬁ

\

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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Ejercicio 7.
Para calcular la funcién limite puntual hay que distinguir dos casos:

e Si|x| < 1, entonces X V1 +x2 < 1+x*"y por tanto Im{ f(xn)} = 1.
e Si|x| > 1, entonces?® < V1 + x2" < 2Y/"%2 y por tanto Im{ f,(xn)} = X2.
La funcion limite puntual viene dada por:

f(x) =lim{fa(x)} = {

1, si|x<1
X2, silx|>1
Tenemos que
eSilxj<1les

0< fa(¥) — F(X) = V1+x2n —1<2Y"—1

eSijx >1es

0< fo(X) — F(X) = V14X —x* = X ({‘/1+X—1n —1) (1)

Aplicando el teorema del valor medio a la functi) = v/1+-t en el intervald0, s| obtenemos
h(s) —h(0)
ue————=

S = h’(c) dondec es algin punto del interval@, s[. Como

h/(C) _ %‘(1+C)1/n1 < %‘

se sigue qué(s) —h(0) =sh/(c) < ; Tomandos = X—in resulta que

n/ 1 2 1 1
l—i—@ —1=h(1/x") —h(0) < -~ < e

Deducimos ahora de (1) queDfy(x) — f(X) <

Sl

Finalmente
max{|f(x) — F(X)| : XER} < max{zl/” 1, 1/n}

y concluimos qu€ f,} converge uniformemente &

Observa que, aunque la convergencia es uniforme y todas las funéjsm@msderivables eR,
la funcion limite,f, no es derivable ex= 1. <

Ejercicio 8.
Definamos la funciéon
_sert

Con ello, tenemos qu(x) = xd(x/n) y, comotirr(}q)(t) =1, deducimos que la funcion limite

viene dada por
f(x) = lim fn(X) =x (xeR)

Nn—oo

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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Dadoa > 0, es facil comprobar que no hay convergencia uniformg@gfne[, pues para todo
n > ase tiene que

max{|f(x) — fa(X)| : x> a} > f(n) — fo(n) =n(1—senl)) — +oo
Analogamente se prueba que no hay convergencia uniforie en—a).

Estudiemos si hay convergencia uniforme/€en, al. Para todo e [—a, a) tenemos que

[FX) = ()| = [x=x¢(x/n)| = [X[|1 = & (x/n)| < &1 —d(x/n)|
Dadoe >0, sead > O tal que |1—¢(t)| < €/a siempre qudt| < 8. Tomemos un ndmero
naturalng tal que ¥np < d/a. Entonces, para todo> ng y para todax € [—a, a) se tiene que
IX/n| <a/n< a/nyg < dporlo que

[F00 = fa(¥)[ <a1-¢(x/n)| <e

y por tanto, para toda > ng es max{|f(x) — fa(x)| : xe[—a,a]} < €. Hemos probado asi que
{fn} converge uniformemente ¢ra,a). <

Ejercicio 9.
Como fy(0) = arctgn, Y, “T arctgt = 1/2, la funcion limite viene dada por:

f(x) =lim{fa(x)} = { i;cztgl/)()7 z: 2:8

Observa que se trata de una funcion continu®gnEstudiemos si hay convergencia unifor-
me enR{. Para ello es conveniente conocer el signo de la fun&i¢x) — f(x). Teniendo en
cuenta que la funcién arcotangente es inyectiva, se deduc&,que- f(x) = 0 si, y sélo si,
(n+x)/(14+nx) = 1/x lo que equivale & = 1 (la otra posibilidack = —1 se descarta porque
suponemos que> 0). En consecuencia, la funcidp(x) — f(x) debe tener signo constante en
cada intervald0, 1] y en]1,+o|[. Como

fn(0) — f(0) =arctgn—1/2<0, y x“Too<f”(X) — f(x)) =arctgl/n) >0
se sigue quén(x) — f(X) < 0 paraxe [0,1], y fn(X) — f(X) > O parax > 1.
Estudiemos ahora la derivada tgx) — f(x). Un célculo sencillo nos da

1+ 2nx+ X2
fa(x)—f/(x) =2
n(¥) =X (1+x2)((1+n?)x2 + 4nx+ 1+ n?)
por tantof/(x) — f’(x) > 0 para todax > 0. En consecuencié, — f es una funcion creciente
enR. Como

) f(x)—fa(x), sixel0,1]
‘fn(X) - f<X)‘ - { fn(X) o f(X), si xe [1,+00[
Resulta que la funcioff, — f| es decreciente €0, 1] y creciente enl, +o[. Concluimos que
f(x) — fa(x) < f(0) — f,(0) = /2 —arctgn, si xe[0,1]
Fn¥) = TO1 =9 .00 — F(%) < Jim (fa(x) — () = arctg1/n), sixe [L,+o)

Dpto. Andlisis Matemético Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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Por tantopara todo x> 0, es
| fn(X) — f(X)| < Bn = max{m/2—arctgn,arctg1/n)}
y como{Bn} — 0, la sucesior f,} converge uniformemente ey;. <

Ejercicio 10. a) Como se pide estudiar la convergencidie]) consideraremos en lo que sigue

uex > 0. Laseriey ———— es de términos positivos y, paxa> 0, tenemos gue
g n; na(1+ nx2) P ¥, P d

. X 1
lim n* a—z =—
N—oo nd(14+nx4) X
Por el criterio limite de comparacion (o por el criterio de Prinsheim, como se prefiera), se sigue

gue la serie converge si, y solo, sih > 1, es decia > 0.
Estudiemos la convergencia uniforme en una semirrecta deftiges[, (p > 0). Como
1 1-x°n
fiX) ==
n() N (14 nx?)2
se deduce facilmente qug es creciente efd,1/,/n| y decreciente efil/./n,+[. SeangeN
tal que ¥/,/Mp < p. Para todm > ng se tiene que A,/n < p por lo quef, es decreciente en

[P, +oo[ y, por tanto,fy(x) < fa(p) para todox > p. Puesto que, para> 0, la seriey fn(p)

converge, se sigue, por el criterio de Weierstrass, que la %rﬁ.e converge uniformemente en
n>1

[P, +oo[.

. : 1 1
b) Sia> 1/2 entonces la serlg1 fn(1/v/n) = En;W
Riemann con exponentet+ 1/2 > 1). Como para toda > 0 esf,(x) < fn(1/4/n), el criterio

de Weierstrass implica que la seﬁf fn, converge uniformemente éy. |
n>1

es convergente (es una serie de

Ejercicio 11. Observa quef, es continua y positiva efd, 1] y se anula en los extremos del
intervalo. Comof’(f,)x = (nlogx+ 2)x"~1logx, se sigue que en el puntg = exp(—2/n) la
funcion f, alcanza un maximo absoluto @1]. Luego|fy(X)| = fn(X) < fn(ch) = €24/n?y,
—4e? . L .
puesto que la ser|§ 7 es convergente, deducimos, por el criterio de Weierstrassy dyie

converge uniformemente @, 1]. En consecuencia, se verificara que

1 o w 1
f z fn(X)dx= Z ffn(x)dx
0 n=1lo

n=1
Puesto que
1
d x(logx)? 2
falX)=———, vy fa(x)dx=
nZl 0 1=x ! > (n+1)3
(compruébalo integrando por partes), resulta la igualdad del enunciado. |
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Ejercicio 12. Puesto que, para# 0
. X 1
lim nz‘—l22 = —
n—e 14 n°X X
se sigue, por el criterio limite de comparacion (o por el criterio de Prinsheim, como se prefiera)

. X
que la serlez M

T es convergente. Evidentemente, dicha serie converge también para
n<x
n>1

x=0.

Para estudiar la convergencia uniforme veamos qué informacion nos da el criterio de Weiers-
trass. Tenemos que -

frq(x) = L n2 X2

(1+n2x#)2

y deducimos qué, es creciente e, 1/n] y decreciente efiL/n, +o[. Comofy(—X) = — fn(X),
deducimos quéfy(x)| < fn(1/n) = 1/2n para todaxe R. Como la seriey 1/2n no es conver-
gente el criterio de Weierstrass nos dice nadacerca de la convergencia uniforme de la serie
en todoR (observa que el criterio de Weierstrass da condicisnéisientegpero nonecesarias
para la convergencia uniforme). Sin embargo, dicho criterio si nos proporciona informacion
cuando consideramos un conjunto de la foga= {xcR: x| > p}, dondep > 0. Pues, to-
mandong tal que ¥ng < p, para todm > ng se tiene que An < p, por lo quef, es decreciente
en[p,+oo[ y, en consecuenciaf,(x)| < fn(p) para todaxe Ay. Puesto que la serig fo(p) es
convergente, el criterio de Weierstrass nos dice que la Sefiieconverge uniformemente en
Ap.
La unica duda que queda por resolver es si la serie converge uniformemente en algun intervalo
de la formal—p,p] conp > 0 (en cuyo caso seria uniformemente convergente enk)do
Pronto saldremos de dudas.

Calculemos los limites laterales ga= 0 de la funcion suma de la serie. Usando la sugerencia
del enunciado tenemos, supuests 0, que

n+1 n ki1 n k1
X X X
———dt = ———dt < ———dt=
Jh—tzx2 kZOJ 1+12x2 kZOJ 1+k2x2
n n
= fu(X) = x+
K=0 k211+k2X2
n—1 k+1 X n
<X+ X+ dt
kZokj 1+12x? fl 2x2

deducimos que arctn+ 1)x) < Yo fk(X) < x+arctgnx). Tomando limites para— o en
esta desigualdad obtenemm&2 < F(x) < 11/2+ x. Como esta desigualdad es valida para todo
x> 0, se sigue queir‘rg)F(x) = 11/2. Ahora, comd~(—x) = —F(x), se deduce quérig)F(x) =

X— X—

x>0 x<0
—T11/2. Por tanto, la funciof tiene una discontinuidad de saltoxes: 0.
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Como las funciones, son continuas eR deducimos que la serig f, no puede ser uniforme-
mente convergente en ningun intervalo de la fofmg, p] conp > 0 pues, si asi ocurriera, la
funcidon suma habria de ser continua en dicho intervalo y, por tanto seria continua @fo
gue acabamos de probar que no es cierto.

Fijate en que la funciéf si es continua ef® \ {0}. Pues cualquier nimem=~ 0 podemos
meterlo dentro de un conveniente conjuAl) sin mas que tomgy < |a|, y como la seri€ f,
converge uniformemente &g, la funcion sumak-, es continua eA, y, por la propiedad local
de la continuidad, se sigue gkees continua ea.

|
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