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1. Sucesiones y series de funciones. Convergencia puntual y uniforme

1.1. Sucesiones de funciones

En estos ejercicios estudiamos los conceptos de convergencia puntual y uniforme. Como sabes,
el campo de convergencia puntualde una sucesión de funciones{ fn} que suponemos definidas
en un intervaloI , es el conjuntoC = {x∈ I : { fn(x)} es convergente}; y, supuesto queC 6= Ø, la
función límite puntualde{ fn} es la funciónf : C→ R dada por f (x) = l ı́m{ fn(x)} para todo
x∈C. Se dice también que la sucesión{ fn} converge puntualmenteenC.

Dado un intervaloJ⊆C, seaβn = sup{| fn(x)− f (x)| : x∈J}. Entonces, si lı́m{βn}= 0, se dice
que{ fn} converge uniformemente en J.

En la práctica, el estudio de la convergencia puntual se reduce a calcular el límite lı́m
n→∞

{ fn(x)}, lo

que suele ser muy sencillo. Mientras que para estudiar la convergencia uniforme en un intervalo
J, lo que se hace es calcular, con las técnicas usuales de derivación, elmáximo absolutode
| fn(x)− f (x)| enJ. La presencia del valor absoluto en| fn(x)− f (x)| es incómoda para derivar
por lo que conviene quitarlo, lo que casi siempre puede hacerse. Supongamos que elmáximo
absolutode | fn(x)− f (x)| enJ se alcanza en un puntocn∈J. Entoncesβn = | fn(cn)− f (cn)| y
{ fn} converge uniformemente enJ si, y sólo si, ĺım{βn}= 0.

Ejercicio 1. Estudiar la convergencia uniforme enR+
o y en intervalos del tipo[a,+∞[, (a > 0),

de la sucesión de funciones{ fn} definidas para todox∈R+
o por fn(x) = n2x e−nx.

Ejercicio 2. Estudiar la convergencia uniforme en intervalos de la forma[0,a] y [a,+∞[, (a> 0),
de la sucesión de funciones{ fn} definidas por

fn(x) =
2nx2

1+n2x4

para todox∈R+
o

Ejercicio 3. Estudiar la convergencia uniforme en[0,1], de la sucesión de funciones{ fn} defi-
nidas parax∈]0,1] por fn(x) = xn log(1/x), y fn(0) = 0.

Ejercicio 4. Dadoα∈R, sea fn : [0,1]→ R la sucesión de funciones dada por

fn(x) = nαx(1−x2)n

¿Para qué valores deα hay convergencia uniforme en[0,1]? ¿Para qué valores deα hay con-
vergencia uniforme en[ρ,1], donde 0< ρ < 1?

En los ejercicios anteriores hemos podido calcular elmáximo absolutode | fn(x)− f (x)| en el
intervalo donde estudiamos la convergencia uniforme (observa que las sucesiones estudiadas
son de funciones positivas que convergen puntualmente a la función cero).
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No siempre vamos a ser tan afortunados. Puede ocurrir que la derivada sea complicada y no
podamos calcular de forma explícita sus ceros o que sea difícil estudiar la convergencia de la
sucesión de los valores máximos de las funciones| fn(x)− f (x)|.

Cuando esto ocurra no hay que olvidar que para estudiar la convergencia uniforme en un inter-
valoJ lo que interesa es saber si la sucesión

βn = máx{| fn(x)− f (x)| : x∈J}

converge o no converge a cero. Para ellono es imprescindible calcular el valor exactodeβn.
Las siguientes dos estrategias son de gran utilidad.

• Si podemos probar una desigualdad del tipo

máx{| fn(x)− f (x)| : x∈J}6 αn

donde ĺım{αn}= 0 entonces es claro que también lı́m{βn}= 0.

• Si encontramos puntosxn∈J tales que la sucesión{ fn(xn)− f (xn)} no converja a cero, en-
tonces, como evidentementeβn > | fn(xn)− f (xn)|, se sigue que tampoco{βn} converge a cero.

Ten en cuenta que con frecuencia la función límite puntual es la función cero lo que facilita las
acotaciones.

Ejercicio 5. Para cadan∈N sea fn : [0,π/2]→ R la función dada por

fn(x) = n(cosx)nsenx

Estudiar la convergencia puntual de la sucesión de funciones{ fn} y la convergencia uniforme
en los intervalos[0,a] y [a,π/2] donde 0< a < π/2.

Ejercicio 6. Para cadan∈N sea fn :]0,π[→ R la función dada por

fn(x) =
sen2(nx)
nsenx

Estudiar la convergencia puntual de la sucesión de funciones{ fn} así como la convergencia
uniforme en intervalos del tipo]0,a], [a,π[ y [a,b] donde 0< a < b < π.

Ejercicio 7. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesión de funciones{ fn} don-

de fn : R→ R está definida porfn(x) = n
√

1+x2n.

Ejercicio 8. Estudiar la convergencia uniforme en intervalos de la forma]−∞,−a], [−a,a] y
[a,+∞[, (a > 0), de la sucesión de funciones{ fn} definidas porfn(x) = n sen(x/n) para todo
x∈R .

Ejercicio 9. Estudiar la convergencia uniforme enR+
o , de la sucesión de funciones{ fn} defini-

das para todox∈R+
o por

fn(x) = arctg

(
n+x
1+nx

)

Dpto. Análisis Matemático Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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1.2. Series de funciones. Convergencia puntual y uniforme

Recuerda que, dada una sucesión de funciones{ fn}, podemos formar otra,{Fn}, cuyos tér-
minos se obtienen sumandoconsecutivamentelos de{ fn}. Es decir,F1 = f1, F2 = f1 + f2,

F3 = f1 + f2 + f3, en generalFn =
n

∑
k=1

fk. La sucesión{Fn} así definida se llamaserie de tér-

mino general fn y la representaremos por el símbolo∑
n>1

fn . Los conceptos de convergencia

puntual y uniforme para sucesiones de funciones se aplican igual para series. Así el campo de
convergencia puntual de la serie∑

n>1
fn cuyas funcionesfn suponemos definidas en un inter-

valo I , es el conjuntoC = {x∈ I : ∑
n>1

fn(x) es convergente}. La única novedad es que ahora

también podemos considerar elcampo de convergencia absolutade la serie, que es el conjunto
A = {x∈ I : ∑

n>1
| fn(x)| es convergente}. El siguiente resultado es el más útil para estudiar la

convergencia uniforme y absoluta de una serie.

Criterio de Weierstrass.Sea∑
n>1

fn una serie de funciones,Aun conjunto yn0∈N tales que para

todox∈A y para todon > n0 se verifica que| fn(x)|6 αn, donde la serie∑
n>1

αn es convergente.

Entonces∑
n>1

fn converge uniformemente y absolutamente enA.

Ejercicio 10. Para cadan∈N sea

fn(x) =
x

na(1+nx2)
Probar que la serie∑ fn

a)Converge puntualmente enR+
o sia> 0, y la convergencia es uniforme en semirrectas cerradas

que no contienen al cero.

b) Converge uniformemente enR+
o si a > 1/2.

Ejercicio 11. Para cadan ∈ N sea fn : [0,1]→ R la función dada porfn(x) = xn(logx)2, y
fn(0) = 0. Estúdiese si la serie∑ fn converge uniformemente en[0,1] y dedúzcase que

1w

0

x(logx)2

1−x
dx= 2

∞

∑
n=2

1
n3

Ejercicio 12. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la serie de funciones∑ fn donde,
fn : R→ R es la función dada por

fn(x) =
x

1+n2x2 n = 0,1,2, . . .

SeaF(x) =
∞

∑
n=0

fn(x), la función suma de la serie. Calcular lı́m
x→0
x<0

F(x) y lı́m
x→0
x>0

F(x).

Dpto. Análisis Matemático Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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Sugerencia. Parax > 0 se tiene que
k+1w

k

x

1+ t 2x2dt 6 fk(x) =
k+1w

k

x

1+k2x2dt 6
kw

k−1

x

1+ t 2x2dt
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1.
fn(0) = 0, y si x > 0, ĺımn→∞ fn(x) = x l ı́mn→∞ n2(e−x)n = 0 (porque es una sucesión de la
formankλn donde 0< λ < 1). Por tanto, la función límite puntal,f (x) = l ı́m

n→∞
{ fn(x)}= 0 para

todox∈R+
o .

Estudiemos si hay convergencia uniforme enR+
o . Observa quefn(x) > 0, por lo que

| fn(x)− f (x)|= fn(x)

Como f ′n(x) = n2e−nx(1−nx), se deduce quef ′n(x) > 0 para 06 x < 1/n, y f ′n(x) < 0 para
x > 1/n. Luego fn(x) 6 fn(1/n) para todox > 0. Deducimos que

fn(1/n) = máx{ fn(x) : x∈R+
o}

y como fn(1/n) = n/e, sucesión que, evidentemente, no converge a 0, concluimos que no hay
convergencia uniforme enR+

o .

Estudiemos si hay convergencia uniforme en un intervalo de la forma[a,+∞[, cona> 0. Por lo
antes visto, sabemos que la funciónfn es decreciente en el intervalo[1/n,+∞[. Seano un núme-
ro natural tal que1

no
< a. Entonces, para todon > no, tenemos que[a,+∞[⊆ [1/n,+∞[, por lo

que, ḿax{ fn(x) : x∈[a,+∞[}= fn(a). Como ĺım{ fn(a)}= 0, concluimos que hay convergencia
uniforme en[a,+∞[.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.5

1

1.5

2

La sucesiónfn(x) = n2x e−nx

Como información adicional, comprueba que
1w

0

fn(x)dx= 1− (1+n)e−n

y, por tanto

1 = l ı́m
n→∞

1w

0

fn(x)dx 6=
1w

0

l ı́m
n→∞

fn(x)dx=
1w

0

f (x)dx= 0

J
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Ejercicio 2.

Es evidente que lı́m
n→∞

{ fn(x)}= 0. Como f ′n(x) = 4nx
1−n2x4

(1+n2x4)2 , tenemos quef ′n(1/
√

n) = 0,

f ′n(x) > 0 para 0< x < 1/
√

n y f ′n(x) < 0 parax > 1/
√

n. Deducimos que la funciónfn es
estrictamente creciente en[0,1/

√
n] y estrictamente decreciente en[1/

√
n,+∞[, por lo quefn

alcanza un máximo valor enR+
o en el puntoxn = 1/

√
n.

0.5 1 1.5 2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

La sucesiónfn(x) =
2nx2

1+n2x4

Dado un númeroa > 0 sean0 tal quexn0 < a. Para todon > n0 tenemos quexn < a, y por tanto

máx{ fn(x) : 0 6 x 6 a}= fn(xn) = 1, máx{ fn(x) : x > a}= fn(a)

Como ĺım{ fn(a)} = 0 se sigue que{ fn} converge uniformemente en[a,+∞[ pero, evidente-
mente, no converge uniformemente en[0,a].

J

Ejercicio 3.
Es evidente que lı́m

n→∞
{ fn(x)} = 0. Como f ′n(x) = −

(
nlogx+1

)
xn−1 tenemos quef ′n(x) = 0 si,

y sólo si, logx =−1/n, es decir,x = e−1/n. Ademásf ′n(x) > 0 para 0< x < e−1/n y f ′n(x) < 0
para e−1/n < x 6 1. Deducimos que la funciónfn es estrictamente creciente en]0,e−1/n] y
estrictamente decreciente en[e−1/n,1], por lo que fn alcanza un máximo valor en[0,1] en el
puntoxn = e−1/n. Por tanto

máx{ fn(x) : x∈]0,1]}= fn(e−1/n) =
1
e

1
n

y, deducimos que la sucesión{ fn} converge uniformemente en[0,1] J

Ejercicio 4.
Observa quefn(0) = fn(1) = 0 y, si 0< x< 1, la sucesión{nα(1−x2)n} es de la forma{nαλn}
con 0< λ < 1 por lo que ĺım

n→∞
{ fn(x)} = 0. Por tanto, en el intervalo[0,1] la sucesión{ fn}

converge puntualmente a cero.

Tenemos que
f ′n(x) = nα(1−x2)n−1(1− (1+2n)x2)

Dpto. Análisis Matemático Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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Pongamosxn =
1√

1+2n
. Entoncesf ′n(xn) = 0, f ′n(x) > 0 para 0< x < xn y f ′n(x) < 0 para

xn < x < 1. Deducimos que la funciónfn es estrictamente creciente en[0,xn] y estrictamente
decreciente en[xn,1], por lo quefn alcanza un máximo valor en[0,1] en el puntoxn.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.1

0.2

0.3

La sucesión{ fn} paraα = 1/4

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.1

0.2

0.3

0.4

La sucesión{ fn} paraα = 1/2

Como

fn(xn) =
nα

√
1+2n

(
1− 1

1+2n

)n

se deduce que lı́m{ fn(xn)} = 0 si, y sólo si,α < 1/2. Pot tanto, la sucesión{ fn} converge
uniformemente en[0,1] si, y sólo si,α < 1/2.

Dado 0< ρ < 1, sean0 tal quexn0 < ρ. Para todon > n0 tenemos quexn < ρ y por tanto
máx{ fn(x) : ρ 6 x 6 1} = fn(ρ) → 0 por lo que{ fn} converge uniformemente en[ρ,1] para
todoα∈R. J

Ejercicio 5. Es claro quefn(0) = fn(π/2) = 0 y para 0< x < π/2 la sucesión{n(cosx)n}
es de la forma{nλn} con 0< λ < 1 por lo que ĺım

n→∞
{ fn(x)} = 0. Por tanto, en el intervalo

[0,π/2] la sucesión{ fn} converge puntualmente a cero. Observa también quefn(x) > 0 para
todox∈ [0,π/2].

Intentemos calcular el máximo absoluto defn(x) en[0,π/2]. Tenemos que

f ′n(x) = n(cosx)n−1(cos2(x)−nsen2(x))

Seaxn∈]0,π/2[ tal que cos2(xn)−nsen2(xn) = 0. Comofn es positiva y se anula en los extremos
del intervalo, es evidente quefn alcanza su mayor valor en[0,π/2] en el puntoxn. Observa que
xn =

√
arctg(1/n)→ 0.

Tenemos que
fn(xn) = n(cos(xn))nsen(xn)

Estudiar la convergencia de esta sucesión no es del todo inmediato. Pongamosfn(xn) = ynzn

dondeyn = nsen(xn), zn = (cos(xn))n. Entonces

yn = nxn
sen(xn)

xn
=
√

n
√

narctg(1/n)
sen(xn)

xn

Dpto. Análisis Matemático Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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y como
sen(xn)

xn
→ 1 y narctg(1/n)→ 1, se sigue queyn → +∞ (de hecho, se tiene queyn es

asintóticamente equivalente a
√

n, esto es,yn ∼
√

n).

Por otra parte, tenemos que

log(zn) = nlog(cosxn) ∼ n(cos(xn)−1) ∼ n
−1
2

x2
n =

−1
2

narctg(1/n)→ −1
2

Por tantozn → e−1/2. Deducimos así quefn(xn) = ynzn →+∞.

Dado un número 0< a < π/2, sean0 tal quexn0 < a. Para todon > n0 tenemos quexn < a. Por
tanto, para todon > n0 es

máx{ fn(x) : 0 6 x 6 a}= fn(xn) máx{ fn(x) : a 6 x 6 π/2}= fn(a)

Como{ fn(xn)} no converge a 0 se sigue que{ fn} no converge uniformemente en[0,a]. Como
{ fn(a)}→ 0 se sigue que{ fn} converge uniformemente en[a,π/2]

0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

0.5

1

1.5

2

2.5

La sucesiónfn(x) = n(cosx)nsenx

Hagamos este mismo ejercicio sin calcular el valor máximo defn, acotando de forma conve-
niente.

Lo primero que nos damos cuenta es de que es muy fácil probar que hay convergencia uniforme
en[a,π/2], pues como la función coseno es decreciente en[0,π/2] y senx 6 1, se tiene que

0 6 fn(x) = n(cosx)nsenx 6 n(cosa)n

para todo x∈[a,π/2]. Puesto que la sucesión{n(cosa)n}→ 0 (es de la formanλn con 0< λ < 1)
concluimos que hay convergencia uniforme en[a,π/2].

La situación es distinta en el intervalo[0,a]. Podemos sospechar que no hay convergencia uni-
forme en dicho intervalo. Para ello, tomemosun = 1/n. Tenemos que

fn(1/n) = nsen(1/n)(cos(1/n))n

y como{nsen(1/n)}→ 1 y

lı́m{(cos(1/n))n}= exp
(

l ı́m{n(cos(1/n)−1)}
)

= exp(0) = 1

Dpto. Análisis Matemático Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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obtenemos que{ fn(1/n)} → 1. Como, para todon > 1/a se verifica que 0< 1/n < a, resulta
que

máx{ fn(x) : 0 6 x 6 a}> fn(1/n)

y concluimos que no hay convergencia uniforme en[0,a]. J

Ejercicio 6. Evidentemente lı́m{ fn(x)}= 0. Observa también quefn(x) > 0 para todox∈]0,π[.
Para estudiar la convergencia uniforme en un intervalo de la forma]0,a] tomemosxn = 1/n.
Como

fn(1/n) =
sen2(1)

nsen(1/n)
→ sen2(1)

deducimos que no hay convergencia uniforme en]0,a].

Análogamente, como

fn(π−1/n) =
sen2(nπ−1)

nsen(π−1/n)
→ sen2(1)

deducimos que no hay convergencia uniforme en[a,π[.

Finalmente, sea 0< a < b < π. Como senx > 0 para todox∈ [a,b] y por el teorema de Weiers-
trass sabemos que tiene que haber un puntoxo∈ [a,b] tal que senxo 6 senx para todox∈ [a,b],
deducimos que

0 6 fn(x) =
sen2(nx)
nsenx

6
1

nsen(xo)
y por tanto

máx{ fn(x) : a 6 x 6 b}6
1

nsen(xo)
Ya que, evidentemente,{1/nsen(xo)}→ 0, concluimos que hay convergencia uniforme en[a,b].

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.2

0.4

0.6

0.8

1

La sucesiónfn(x) =
sen2(nx)
nsenx

J
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Ejercicio 7.
Para calcular la función límite puntual hay que distinguir dos casos:

• Si |x|< 1, entonces 16 n
√

1+x2n 6 1+x2n y por tanto ĺım{ fn(xn)}= 1.

• Si |x|> 1, entoncesx2 6 n
√

1+x2n 6 21/nx2 y por tanto ĺım{ fn(xn)}= x2.

La función límite puntual viene dada por:

f (x) = l ı́m{ fn(x)}=

{
1, si |x|< 1
x2, si |x|> 1

Tenemos que

• Si |x|< 1 es
0 6 fn(x)− f (x) = n

√
1+x2n − 1 6 21/n−1

• Si |x|> 1 es

0 6 fn(x)− f (x) = n
√

1+x2n−x2 = x2

(
n

√
1+

1
x2n − 1

)
(1)

Aplicando el teorema del valor medio a la funciónh(t) = n
√

1+ t en el intervalo[0,s] obtenemos

que
h(s)−h(0)

s
= h′(c) dondec es algún punto del intervalo]0,s[. Como

h′(c) =
1
n
(1+c)1/n−1 6

1
n

se sigue queh(s)−h(0) = sh′(c) 6
s
n

. Tomandos=
1

x2n resulta que

n

√
1+

1
x2n − 1 = h(1/x2n)−h(0) 6

1
nx2n 6

1
nx2

Deducimos ahora de (1) que 06 fn(x)− f (x) 6
1
n

.

Finalmente
máx{| fn(x)− f (x)| : x∈R}6 máx

{
21/n−1,1/n

}
y concluimos que{ fn} converge uniformemente enR.

Observa que, aunque la convergencia es uniforme y todas las funcionesfn son derivables enR,
la función límite, f , no es derivable enx = 1. J

Ejercicio 8.
Definamos la función

ϕ : R→ R , ϕ(t) =
sent

t
(t 6= 0), ϕ(0) = 1

Con ello, tenemos quefn(x) = xϕ(x/n) y, como ĺım
t→0

ϕ(t) = 1, deducimos que la función límite

viene dada por
f (x) = l ı́m

n→∞
fn(x) = x (x∈R)

Dpto. Análisis Matemático Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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Dadoa > 0, es fácil comprobar que no hay convergencia uniforme en[a,+∞[, pues para todo
n > a se tiene que

máx{| f (x)− fn(x)| : x > a}> f (n)− fn(n) = n(1−sen(1))→+∞

Análogamente se prueba que no hay convergencia uniforme en]−∞,−a].

Estudiemos si hay convergencia uniforme en[−a,a]. Para todox∈ [−a,a] tenemos que

| f (x)− fn(x)|= |x−xϕ(x/n)|= |x||1−ϕ(x/n)|6 a|1−ϕ(x/n)|

Dado ε > 0, seaδ > 0 tal que |1−ϕ(t)| < ε/a siempre que|t| < δ. Tomemos un número
naturaln0 tal que 1/n0 < δ/a. Entonces, para todon > n0 y para todox∈ [−a,a] se tiene que
|x/n|6 a/n 6 a/n0 < δ por lo que

| f (x)− fn(x)|6 a|1−ϕ(x/n)|< ε

y por tanto, para todon > n0 es ḿax{| f (x)− fn(x)| : x∈ [−a,a]} < ε. Hemos probado así que
{ fn} converge uniformemente en[−a,a]. J

Ejercicio 9.
Como fn(0) = arctgn, y lı́m

t→+∞
arctgt = π/2, la función límite viene dada por:

f (x) = l ı́m{ fn(x)}=

{
arctg(1/x), si x > 0
π/2, si x = 0

Observa que se trata de una función continua enR+
o . Estudiemos si hay convergencia unifor-

me enR+
o . Para ello es conveniente conocer el signo de la funciónfn(x)− f (x). Teniendo en

cuenta que la función arcotangente es inyectiva, se deduce quefn(x)− f (x) = 0 si, y sólo si,
(n+x)/(1+nx) = 1/x lo que equivale ax = 1 (la otra posibilidadx = −1 se descarta porque
suponemos quex > 0). En consecuencia, la funciónfn(x)− f (x) debe tener signo constante en
cada intervalo[0,1[ y en]1,+∞[. Como

fn(0)− f (0) = arctgn−π/2 < 0, y lı́m
x→+∞

( fn(x)− f (x)) = arctg(1/n) > 0

se sigue quefn(x)− f (x) < 0 parax∈ [0,1[, y fn(x)− f (x) > 0 parax > 1.

Estudiemos ahora la derivada defn(x)− f (x). Un cálculo sencillo nos da

f ′n(x)− f ′(x) = 2
1+2nx+x2

(1+x2)((1+n2)x2 +4nx+1+n2)
por tanto f ′n(x)− f ′(x) > 0 para todox > 0. En consecuenciafn− f es una función creciente
enR+

o . Como

| fn(x)− f (x)|=

{
f (x)− fn(x), si x∈ [0,1]
fn(x)− f (x), si x∈ [1,+∞[

Resulta que la función| fn− f | es decreciente en[0,1] y creciente en[1,+∞[. Concluimos que

| fn(x)− f (x)|=

{
f (x)− fn(x) 6 f (0)− fn(0) = π/2−arctgn, si x∈ [0,1]
fn(x)− f (x) 6 l ı́m

x→+∞
( fn(x)− f (x)) = arctg(1/n), si x∈ [1,+∞[

Dpto. Análisis Matemático Prof. Javier Pérez Universidad de Granada
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Por tanto,para todo x> 0, es

| fn(x)− f (x)|6 βn = máx{π/2−arctgn,arctg(1/n)}

y como{βn}→ 0, la sucesión{ fn} converge uniformemente enR+
o . J

Ejercicio 10. a)Como se pide estudiar la convergencia enR+
o , consideraremos en lo que sigue

quex > 0. La serie∑
n>1

x
na(1+nx2)

es de términos positivos y, parax > 0, tenemos que

lı́m
n→∞

n1+a x
na(1+nx2)

=
1
x

Por el criterio límite de comparación (o por el criterio de Prinsheim, como se prefiera), se sigue
que la serie converge si, y sólo, si 1+a > 1, es decira > 0.

Estudiemos la convergencia uniforme en una semirrecta del tipo[ρ,+∞[, (ρ > 0). Como

f ′n(x) =
1
n

1−x2n

(1+nx2)2

se deduce fácilmente quefn es creciente en[0,1/
√

n] y decreciente en[1/
√

n,+∞[. Sean0∈N
tal que 1/

√
n0 < ρ. Para todon > n0 se tiene que 1/

√
n < ρ por lo que fn es decreciente en

[ρ,+∞[ y, por tanto, fn(x) 6 fn(ρ) para todox > ρ. Puesto que, paraa > 0, la serie∑ fn(ρ)
converge, se sigue, por el criterio de Weierstrass, que la serie∑

n>1
fn converge uniformemente en

[ρ,+∞[.

b) Si a > 1/2 entonces la serie∑
n>1

fn(1/
√

n) =
1
2 ∑

n>1

1

na+1/2
es convergente (es una serie de

Riemann con exponentea+1/2 > 1). Como para todox > 0 es fn(x) 6 fn(1/
√

n), el criterio
de Weierstrass implica que la serie∑

n>1
fn converge uniformemente enR+

o . J

Ejercicio 11. Observa quefn es continua y positiva en[0,1] y se anula en los extremos del
intervalo. Comof ′( fn)x = (n logx+2)xn−1 logx, se sigue que en el puntocn = exp(−2/n) la
función fn alcanza un máximo absoluto en[0,1]. Luego| fn(x)|= fn(x) 6 fn(cn) = e−24/n2 y,

puesto que la serie∑ 4e−2

n2 es convergente, deducimos, por el criterio de Weierstrass, que∑ fn

converge uniformemente en[0,1]. En consecuencia, se verificará que
1w

0

∞

∑
n=1

fn(x)dx=
∞

∑
n=1

1w

0

fn(x)dx

Puesto que
∞

∑
n=1

fn(x) =
x(logx)2

1−x
, y

1w

0

fn(x)dx=
2

(n+1)3

(compruébalo integrando por partes), resulta la igualdad del enunciado. J
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Ejercicio 12. Puesto que, parax 6= 0

lı́m
n→∞

n2 |x|
1+n2x2 =

1
|x|

se sigue, por el criterio límite de comparación (o por el criterio de Prinsheim, como se prefiera)

que la serie∑
n>1

|x|
1+n2x2 es convergente. Evidentemente, dicha serie converge también para

x = 0.

Para estudiar la convergencia uniforme veamos qué información nos da el criterio de Weiers-
trass. Tenemos que

f ′n(x) =
1−n2x2

(1+n2x2)2

y deducimos quefn es creciente en[0,1/n] y decreciente en[1/n,+∞[. Como fn(−x) =− fn(x),
deducimos que| fn(x)|6 fn(1/n) = 1/2n para todox∈R. Como la serie∑1/2n no es conver-
gente el criterio de Weierstrassno nos dice nadaacerca de la convergencia uniforme de la serie
en todoR (observa que el criterio de Weierstrass da condicionessuficientespero nonecesarias
para la convergencia uniforme). Sin embargo, dicho criterio si nos proporciona información
cuando consideramos un conjunto de la formaAρ = {x∈R : |x|> ρ}, dondeρ > 0. Pues, to-
mandon0 tal que 1/n0 < ρ, para todon > n0 se tiene que 1/n < ρ, por lo quefn es decreciente
en [ρ,+∞[ y, en consecuencia| fn(x)| 6 fn(ρ) para todox∈Aρ. Puesto que la serie∑ fn(ρ) es
convergente, el criterio de Weierstrass nos dice que la serie∑ fn converge uniformemente en
Aρ.

La única duda que queda por resolver es si la serie converge uniformemente en algún intervalo
de la forma[−ρ,ρ] con ρ > 0 (en cuyo caso sería uniformemente convergente en todoR).
Pronto saldremos de dudas.

Calculemos los límites laterales enx = 0 de la función suma de la serie. Usando la sugerencia
del enunciado tenemos, supuestox > 0, que

n+1w

0

x

1+ t 2x2dt =
n

∑
k=0

k+1w

k

x

1+ t 2x2dt 6
n

∑
k=0

k+1w

k

x

1+k2x2dt =

=
n

∑
k=0

fk(x) = x+
n

∑
k=1

x

1+k2x2 6

6 x+
n−1

∑
k=0

k+1w

k

x

1+ t 2x2dt = x+
nw

0

x

1+ t 2x2dt

deducimos que arctg((n+1)x) 6 ∑n
k=0 fk(x) 6 x+arctg(nx). Tomando límites paran→ ∞ en

esta desigualdad obtenemosπ/2 6 F(x) 6 π/2+x. Como esta desigualdad es válida para todo
x > 0, se sigue que lı́m

x→0
x>0

F(x) = π/2. Ahora, comoF(−x) = −F(x), se deduce que lı́m
x→0
x<0

F(x) =

−π/2. Por tanto, la funciónF tiene una discontinuidad de salto enx = 0.

Dpto. Análisis Matemático Prof. Javier Pérez Universidad de Granada



Soluciones de los ejercicios 16

Como las funcionesfn son continuas enR deducimos que la serie∑ fn no puede ser uniforme-
mente convergente en ningún intervalo de la forma[−ρ,ρ] conρ > 0 pues, si así ocurriera, la
función suma habría de ser continua en dicho intervalo y, por tanto sería continua enx = 0 lo
que acabamos de probar que no es cierto.

Fíjate en que la funciónF sí es continua enR \ {0}. Pues cualquier númeroa 6= 0 podemos
meterlo dentro de un conveniente conjuntoAρ, sin más que tomarρ < |a|, y como la serie∑ fn
converge uniformemente enAρ, la función suma,F , es continua enAρ y, por la propiedad local
de la continuidad, se sigue queF es continua ena.

J
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